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概要

マトロイドとはグラフのサイクルの構造や行列の階数などを抽象化した概念であり，有限集

合とその冪集合上の階数関数と呼ばれる整数値関数の組として定義される．また，その不変量

はグラフの彩色多項式，線形符号の重さ多項式をはじめとする抽象化する前の多くの不変量を

一般化していることが知られている．本講演では，階数関数の値域を一般の順序群としたマト

ロイドの非可換化を考える．

1 導入：グラフ彩色

多重辺とループを許した有限グラフ Γ = (V,E)に対して，その λ-頂点彩色とは，写像 c : V →
[λ] := {1, · · · , λ} であって隣接する任意の 2 頂点 u, v に対して c(u) ̸= c(v) となるものである．

グラフ Γを固定し，
χ(Γ;λ) =

{
c : V → [λ] | c は頂点彩色

}
とおくと，実は χ(Γ;λ)は λに関する多項式になり，彩色多項式と呼ばれる．多項式になること

は次の関係式から直ちに従う．

χ(Γ;λ) =


λ|V | (E = ∅)
0 (Γがループを持つ)

χ(Γ \ e;λ)− χ(Γ/e;λ) (e ∈ E がループではない)

ここで Γ \ e = (V,E \ {e})は eの削除，Γ/eは eによる縮約，つまり eの両端を同一視し，さら

に eを取り除いて得られるグラフである．一方で κ((V, S))を部分グラフ (V, S) ⊂ Γの連結成分

数とすると，包除原理から次の等式が成り立つ；

χ(Γ;λ) =
∑
S⊂E

(−1)|S|λκ((V,S)).

従って，辺の部分集合から誘導されるグラフの連結成分数 κ((V, S))が，彩色多項式を考える上で

重要な関数であるといえる．少し修正した次の関数 rank : 2E → Z≥0;S 7→ |V | − κ((V, S))を考

えると以下の性質を満たしている．

(R1) 0 ≤ rank(S) ≤ |S| for all S ⊂ E,
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(R2) rank(S1) ≤ rank(S2) if S1 ⊂ S2 ⊂ E,

(R3) rank(S1 ∪ {e})− rank(S1) ≥ rank(S2 ∪ {e})− rank(S2) for all S1 ⊂ S2 ⊂ E, e ∈ E.

この性質を一般化したものがマトロイドである．本稿では値域を非負整数から順序群に一般化し，

通常のマトロイドで成立する種々の性質が成り立つことを紹介する．また，可換な順序群に値域

を持つ一般化に関する先行研究として [7]，一般的な双対性に関する先行研究として [3, 5]などを

挙げておく．

2 マトロイドと多項式不変量

ここでは一般化する前のマトロイドに関して，基本的な事実をまとめておく．マトロイドやそ

の多項式不変量に関する詳細は，それぞれ [6]や [2, 8]などを参照されたい．

定義 1. マトロイドM = (E, rank)とは有限集合 E と階数関数 rank := rankM : 2E → Z≥0 の

組であって (R1),(R2),(R3)を満たすもののことである．

定義から直ちにグラフ Γ = (V,E)に対してM(Γ) = (E, |V | − κ((V,−)) : 2E → Z≥0)はマト

ロイドになることがわかる．

例 2 (線形マトロイド). 有限集合 E で列に添字づけられた体 K を成分に持つ行列 A を考え

る．AS を S ⊂ E で添字づけられた列のみから構成される A の部分行列とする．このとき

rank(S) := rankAS とおくと (E, rank)はマトロイドになる．

Aの行空間 row(A) ⊂ KE から rank(S) = dim row(A)∩KS として階数を定めたものとも一致

する．

定義 3 (双対，削除，縮約，制限). マトロイドM = (E, rank)の双対は rank∗(S) := rank(E \
S) − rank(E) + |S| によって定義されるマトロイド M∗ = (E, rank∗) である．マトロイド

M = (E, rank)の制限M |T = (T, rank |T )を階数関数の定義域を単に 2T に制限したものとして

定義する．また，削除M \ T = M |E\T であり，その双対として縮約M/T = (M∗ \ T )∗ が定義
される．実は rankM/T (S) = rank(S ∪ T )− rank(T )で与えられる．

マトロイドの削除と縮約はグラフにおけるそれの一般化である．また，双対は平面グラフの幾何

学的双対の一般化である．線形マトロイドで考えた場合，双対は行空間の直交補空間が対応する．

さて，グラフの彩色多項式のマトロイドへの一般化である特性多項式と，その 2変数版と言え

る多項式不変量を定義する．

定義 4. M = (E, rank)をマトロイドとする．このとき，特性多項式 χ(M ; t)と階数母関数，あ

るいは余階数零度多項式 S(M ;x, y)を以下のように定義する；

χ(M ; t) =
∑
S⊂E

(−1)|S|trank(E)−rank(S),

S(M ;x, y) =
∑
S⊂E

xrank(E)−rank(S)y|S|−rank(S).



グラフ Γの彩色多項式は χ(Γ; t) = tκ(Γ)χ(Γ; t)として計算できる．

定理 5. マトロイドM = (E, rank)と e ∈ E に対して次の等式が成り立つ．

χ(M ; t) =trank(E)−rank(E\e)χ(M \ e; t)− χ(M/e; t),

S(M∗;x, y) =S(M ; y, x),

S(M ;x, y) =xrank(E)−rank(E\e)S(M \ e;x, y) + y|{e}|−rank({e})S(M/e;x, y),

S(M ;x, y) =(−1)rank(E)
∑
T⊂E

(−1)|T |χ(M/T ;−x)χ((M |T )∗;−y).

3 順序群

この節では順序群を導入する．より詳しい議論は [1]などを参照されたい．

定義 6 (両側順序群). Gを群，≤を Gの上の（半）順序関係とする．任意の g1, g2, h1, h2 ∈ Gに

対して，
h1g1h2 ≤ h1g2h2 if g1 ≤ g2

が成り立つとき，(G,≤)を両側順序群と呼ぶ．

定義から直ちに 3つの不等式 g1 ≤ g2，1G ≤ g−1
1 g2，1G ≤ g2g

−1
1 が同値であることが従うこ

とに注意しておく．

例 7. 実数の加法群の部分群 G ⊂ (R,+)と R上の通常の順序 ≤を考えると，(G,≤)は両側順序

群になる．

以降断らない限り Gの乗法を積で書き，単位元を 1G で書く．

例 8 (Heisenberg群 [1]). Rを可換順序環とし，一般線形群の部分群

H3(R) =


1 x z
0 1 y
0 0 1

 ∣∣∣∣∣∣ x, y, z ∈ R


を考える．X ≥ 1H3(R) を以下の 3つのいずれかを満たすときとする；(a) x > 0，(b) x = 0かつ

y > 0，(c) x = y = 0かつ z > 0. この順序によって H3(R)は両側順序群の構造を持つ．

例 9 (組紐群 [4]). n次の組紐群

Bn =

⟨
σ1, . . . , σn−1

∣∣∣∣∣ σiσj = σjσi if |i− j| ≥ 2 for i, j = 1, · · · , n− 1

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 for i = 1, · · · , n− 2

⟩
から Zへの準同型 σi 7→ 1(i = 1, · · · , n− 1)を考えると Zの順序が自然に Bn の半順序を誘導し

両側順序群の構造を持つ．

また，Bn から n次対称群Sn への自然な全射 Bn → Sn の核を純組紐群といい Pn と書く．例

えば P1
∼= 1, P2

∼= Zであり明らかに両側順序群になる．さらに単完全列

1 → Fn−1 → Pn → Pn−1 → 1



を考えることで Pn−1 と n − 1元集合で生成される自由群 Fn−1 に定まる両側順序群の構造から

帰納的に Pn 上の両側全順序群の構造が定まる．

また，組紐群 Bn と純組紐群 Pn の中心 Z(Bn) = Z(Pn)は共に (σ1 . . . σn−1)
n で生成される無

限巡回群になる．

4 主結果

この節ではマトロイドの一般化として G値マトロイドを議論する．

定義 10. 有限集合 E と順序群 G に対して関数 |−|G : 2E → G;S 7→ |S|G が任意の S ⊂ E で

|S|G =
∏

e∈S |{e}|G，|S|G ≥ 1Gかつ |S|G ∈ Z(G)を満たすとき長さ関数と呼ぶ．ここで，Z(G)

は Gの中心である．

定義 11. 有限集合 E と順序群 G，長さ関数 |−|G : 2E → Gに対してM = (E, |−|G, ρ)が

(GR1) 1G ≤ ρ(S) ≤ |S|G for all S ⊂ E,

(GR2) ρ(S1) ≤ ρ(S2) if S1 ⊂ S2 ⊂ E,

(GR3) ρ(S1 ∪ {e})ρ(S1)
−1 ≥ ρ(S2 ∪ {e})ρ(S2)

−1 for all S1 ⊂ S2 ⊂ E, e ∈ E

を満たすとき G値マトロイドと定め，ρを階数関数と呼ぶ，

(GR3)は任意の S1 ⊂ S2 ⊂ E，S3 ⊂ E で ρ(S1 ∪ S3)ρ(S1)
−1 ≥ ρ(S2 ∪ S3)ρ(S2)

−1 と同値で

あること，特に S1 = ∅とすると ρ(S3)ρ(S2) ≥ ρ(S2 ∪ S3)になることに注意しておく．

定理 12 (双対性). G 値マトロイド M = (E, |−|G, ρ) に対して M∗ = M = (E, |−|G, ρ∗) を
ρ∗(S) = ρ(E \ S)ρ(E)−1|S|G とする．このときM∗ は G値マトロイドになる．この G値マトロ

イドM∗ をM の双対と呼ぶ．さらに，(M∗)∗ が成り立つ．

Proof. (GR1) S ⊂ E に対して

|S|G ≥ρ(E \ S)ρ(E)−1|S|G = ρ∗(S) (by (GR2), ρ(E \ S) ≤ ρ(E))

=ρ(∅)ρ(S)−1|S|G (by (GR3), ρ(E)ρ(E \ S)−1 ≤ ρ(S)ρ(∅)−1)

=1G (by (GR1), ρ(S)−1|S|G ≥ 1G).

(GR2) S1 ⊂ S2 ⊂ E に対して

ρ∗(S1) ≥ρ(E \ S2)ρ(E)−1|S2|G
=ρ(E \ S2)|S2 \ S1|G|S1|Gρ(E)−1

≥ρ(E \ S2)ρ(S2 \ S1)|S1|Gρ(E)−1 (by (GR1), |S2 \ S1|G ≥ ρ(S2 \ S1))

≥ρ(E \ S1)ρ(E)−1|S1|G = ρ∗(S1) (by (GR3), ρ(E \ S2)ρ(S2 \ S1) ≥ ρ(E \ S1))



(GR3) S1 ⊂ S2 ⊂ E，e ∈ E に対して

ρ∗(S1 ∪ {e})ρ∗(S1)
−1

=ρ(E \ (S1 ∪ {e}))ρ(E)−1|S1 ∪ {e}|G(ρ(E \ S1)ρ(E)−1|S1|G)
−1

=ρ(E \ (S1 ∪ {e}))ρ(E \ S1)
−1|{e}|G

≥ρ(E \ (S2 ∪ {e}))ρ(E \ S2)
−1|{e}|G (by (GR3))

=ρ(E \ (S2 ∪ {e}))ρ(E)−1|S2 ∪ {e}|G(ρ(E \ S2)ρ(E)−1|S2|G)
−1

=ρ∗(S2 ∪ {e})ρ∗(S2)
−1.

よってM∗ は G値マトロイド．最後に ρ∗∗ = ρを確認する．任意の S ⊂ E に対して，

ρ∗∗(S) =ρ∗(E \ S)ρ∗(E)−1|S|G
=ρ(S)ρ(E)−1|E \ S|G(ρ(∅)ρ(E)−1|E|G)

−1|S|G
=ρ(S)ρ(E)−1|E \ S|G|E|G

−1
ρ(E)ρ(∅)−1|S|G

=ρ(S)ρ(E)−1ρ(E)|E \ S|G|E|G
−1|S|G = ρ(S).

上記の定理に関しては [7, Section 5]と同様の方法で値域をブール束 2E の代わりに一般の束と

しても成立することに注意されたい．

命題 13 (削除，縮約). G値マトロイドM = (E, |−|G, ρ)に対して削除M \ T は G値マトロイ

ドになる．さらに縮約M/T = (M∗ \ T )∗ の階数関数 ρM/T は ρM/T (S) = ρ(S ∪ T )ρ(T )−1 に

なる．

Proof. 削除M \ T が G値マトロイドになることは明らか．また，

ρM/T (S) = ρ∗M∗\T (S) =ρM∗\T (E \ (S ∪ T ))ρM∗\T (E \ T )−1|S|G
=ρ∗(E \ (S ∪ T ))ρ∗(E \ T )−1|S|G
=ρ(S ∪ T )ρ(E)−1|E \ (S ∪ T )|G(ρ(T )ρ(E)−1|E \ T |G)

−1|S|G
=ρ(S ∪ T )ρ(T )−1

より縮約の階数関数もわかる．

さて，G値マトロイドに対しても多項式不変量に類するものを考えよう．多項式が群環 Z[Z]や
Z[Z× Z]の元であると思えることを思い出そう．この一般化として G値マトロイドM に対して

群環 Z[G]と Z[G×G]の元を対応づける．

定義 14. M = (E, |−|G, ρ)を G値マトロイドとする．このとき，特性多項式 χ(M) ∈ Z[G]と

修正階数母関数 S̃(M) ∈ Z[G×G]を以下のように定義する；

χ(M) =
∑
S⊂E

(−1)|S|ρ(E)ρ(S)−1,

S̃(M) =
∑
S⊂E

(−1)|S|(ρ(E)ρ(S)−1, |S|Gρ(S)
−1).



このとき，定理 5と類似の以下の性質が成り立つ．

定理 15. マトロイドM = (E, rank)と e ∈ E に対して次の等式が成り立つ;

(i) χ(M) = ρ(E)ρ(E \ e)−1χ(M \ e; t)− χ(M/e; t),

(ii) S̃(M∗) = (−1)|E|ϕ(S̃(M))

(iii) S̃(M) = (ρ(E)ρ(E \ e)−1, 1G)S(M \ e)− (1G, |{e}|Gρ({e})−1)S(M/e),

(iv) S̃(M) =
∑

T⊂E(−1)|T |χ(M/T )χ((M |T )∗)

ただし，ϕ : Z[G × G] → Z[G × G];
∑

g1,g2
ng1,g2(g1, g2) 7→

∑
g1,g2

ng1,g2(g2, g1) で定まる対合

である．さらに最後の式で χ(M/T ) は単射 Z[G] ∼= Z[G × 1] → Z[G × G], χ((M |T )∗) は単射
Z[G] ∼= Z[1×G] → Z[G×G]の元で Z[G×G]の元として扱う．

Proof. 定義に従い展開し，それぞれ等式を示す．

(i)

χ(M) =
∑

S⊂E\e

(−1)|S|ρ(E)ρ(S)−1 −
∑

S⊂E\e

(−1)|S|ρ(E)ρ(S ∪ e)−1

=ρ(E)ρ(E \ e)−1
∑

S⊂E\e

(−1)|S|ρ(E \ e)ρ(S)−1

−
∑

S⊂E\e

(−1)|S|ρ(E)ρ({e})−1ρ({e})ρ(S ∪ e)−1

=ρ(E)ρ(E \ e)−1χ(M \ e; t)− χ(M/e; t).

(ii)

S̃(M∗) =
∑
S⊂E

(−1)|S|(ρ∗(E)ρ∗(S)−1, |S|Gρ
∗(S)−1)

=
∑
S⊂E

(−1)|S|(ρ(∅)ρ(E)−1|E|G(ρ(E \ S)ρ(E)−1|S|G)
−1, |S|G(ρ(E \ S)ρ(E)−1|S|G)

−1)

=(−1)|E|
∑
S⊂E

(−1)|E\S|(|E \ S|Gρ(E \ S))−1, ρ(E)ρ(E \ S)−1)

=(−1)|E|
∑
S⊂E

(−1)|S|(|S|Gρ(S))
−1, ρ(E)ρ(S)−1).

(iii)

S̃(M) =
∑

S⊂E\e

(−1)|S|(ρ(E)ρ(S)−1, |S|Gρ(S)
−1)

−
∑

S⊂E\e

(−1)|S|(ρ(E)ρ(S ∪ e)−1, |S ∪ e|Gρ(S ∪ e)−1)

=
∑

S⊂E\e

(−1)|S|(ρ(E)ρ(E \ e)−1ρ(E \ e)ρ(S)−1, |S|Gρ(S)
−1)

−
∑

S⊂E\e

(−1)|S|(ρ(E)ρ({e})−1ρ({e})ρ(S ∪ e)−1, |{e}|Gρ({e})
−1|S|Gρ(S ∪ e)−1)



=(ρ(E)ρ(E \ e)−1, 1G)
∑

S⊂E\e

(−1)|S|(ρ(E \ e)ρ(S)−1, |S|Gρ(S)
−1)

− (1G, |{e}|Gρ({e})
−1)

∑
S⊂E\e

(−1)|S|(ρ(E)ρ({e})−1(ρ(S ∪ e)ρ({e})−1)−1, |S|Gρ(S ∪ e)−1)

=(ρ(E)ρ(E \ e)−1, 1G)S(M \ e)− (1G, |{e}|Gρ({e})
−1)S(M/e).

(iv) S1, S2 ⊂ E が S1 ̸= S2 のとき
∑

S1⊂T⊂S2
(−1)|T | = 0に注意する．∑

T⊂E

(−1)|T |χ(M/T )χ((M |T )∗)

=
∑
T⊂E

(−1)|T |

 ∑
S⊂E\T

(−1)|S|(ρ(E)ρ(S ∪ T )−1, 1G)


×

(∑
S′⊂T

(−1)|S
′|(1G, ρ∗M |T (T )ρ

∗
M |T (S

′)−1)

)

=
∑
T⊂E

(−1)|T |

 ∑
S⊂E\T

(−1)|S|(ρ(E)ρ(S ∪ T )−1, 1G)


×

(∑
S′⊂T

(−1)|S
′|(1G, ρ(T )−1|T |G(ρ(T \ S)ρ(T )−1|S′|G)

−1)

)

=
∑
T⊂E

(−1)|T |

 ∑
S⊂E\T

(−1)|S|(ρ(E)ρ(S ∪ T )−1, 1G)


×

(∑
S′⊂T

(−1)|S
′|(1G, |T \ S′|ρ(T \ S′)−1)

)

=
∑
T⊂E

( ∑
T⊂S⊂E

(−1)|S|(ρ(E)ρ(S)−1, 1G)

)(∑
S′⊂T

(−1)|S
′|−|T |(1G, |S′|Gρ(S

′)−1)

)

=
∑

S,S′⊂E

(−1)|S|(ρ(E)ρ(S)−1, |S′|Gρ(S
′)−1)

( ∑
S′⊂T⊂S

(−1)|T |−|S′|
)

=
∑
S⊂E

(−1)|S|(ρ(E)ρ(S)−1, |S|Gρ(S)
−1).

上の定理の等式 (iv)は S̃(M)を S̃′(M) =
∑

S⊂E(−1)|S|ρ(E)ρ(S)−1|S|Gρ(S)−1 ∈ Z[G]と置

き換えても成立する一方で，等式 (iii)は成り立たないことにコメントしておく．

5 注意；直和に関して

マトロイドM1 = (E1, rank1)とM2 = (E2, rank2)の直和M1⊕M2 = (E1 ⊔E2, rankM1⊕M2)

を rankM1⊕M2(S) = rank1(S ∩ E1) + rank2(S ∩ E2) によって定義する．直和はグラフの非交

和ないし一点和や行空間の直和に対応している．このとき，χ(M1 ⊕M2; t) = χ(M1; t)χ(M2; t)



や T (M1 ⊕ M2;x, y) = T (M1;x, y)T (M2;x, y) が成り立つ．さらに，削除や縮約と直

和は可換な操作であり（両側）分配律 (T (M1 \ e;x, y) + T (M1/e;x, y))T (M2;x, y) =

T (M1;x, y)T (M2;x, y) = T (M1 ⊕M2;x, y) = T (M1 ⊕M2 \ e;x, y) + T (M1 ⊕M2/e;x, y) =

T (M1 \ e;x, y)T (M2;x, y) + T (M1/e;x, y)T (M2;x, y)などが成立する．このような性質は，G

値マトロイドM1 = (E1, |−|G, ρ1)とM2 = (E2, |−|G, ρ2)の直和M1⊕M2 = (E1 ⊔E2, |−|G, ρ)
の階数関数を単なる積 ρ(S) = ρ1(S ∩ E1)ρ2(S ∩ E2)で定めた場合には成立しない．
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